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En el segundo caso, en canbío, se traía óe una intarpolación inyersa, o sea,cuando dada una serie de va-
lores (x, y ) se trata de estimar (x) para un valor de y previamente establecido. 
X X 
En nsuchos casos se acepta que la variable (x) es una variable indo;)endient& o más bien una variable con-
trolada o argumento y la segunda variable (y^) es la variable dependiente o función de (x). 
3o ta intaror7ac^5n lineal 
La forma relativamente sencilla de interpolar, en general, tratándose de series empíricas y siempre que 
no se desee recurrir a una ffirmula matemStica es trazar un gráfico de la funci6n. Este gráfico nos permite 
ver objetivamente la forma de variacifin de la función (y^) e incluso nos puede permitir observar fallas en la 
informaci6n que estamos usando. Es recomendable sianpre dibujar la funciSn (y^) aunque posteriormente recurra-
Bos a interpolación con base en una fírmula matemática para saber de antemano qué tipo de funciSn es más ade-
|:uada. 
f 
Una vez que ha trazado el gráfico (x, y^), uniendo los puntos dados mediante una curva suave se puede leer 
en el gráfico el valor de interpolacifin deseado. 
Por otra parte, cuando se recurre al uso de una fórmula matemática la determinación del valor de interpo-
aci6n mediante una fiincián compleja puede conducir a un valor parecido al que se obtiene por el uso de una 
órniula sencilla. En otros casos los valores pueden resultar tan diferentes que se justifique el uso de la 
órmula más compleja. 
Es recomendable de todas maneras recurrir al uso de fórmulas relativamente sencillas o que s i óstas son 
complejas (estructuralmente) se pueden tabular multiplicadores adecuados para realizar la interpolación mecá-
nicaraente. 
Desde este punto de vista la interpolación más sencilla que se puede hacer es a travás del uso de la fun-
ción 
y^  - atb X (1) 
y cuando se recurre al uso de este tipo de función se dice que se está haciendo una "interpolación l ineal". 
S i se dispone una serie de valores (x, y )^ es út i l usar una escala adecuada para deducir la fórmula de inter-
polación, Por ejemplo, en el caso que se mencionó antes con respecto a la proyección de población femenina 
mexicana, tomaremos la abscisa del valor para 1970 como "origen" (O) y como unidad de escala para la variable 
tiempo la distancia comfin -5 años» entre los valores de la proyección. 
Con este cambio do escala la serie queda así 
X - 2 ^ - 1 O ] ' 2 
y^  18 035 "31 376 25 310 29 702 34 3^ 
con lo cual se trata de interpolar en el intervalo 0-1, el valor y para x^0,2, 
X / 
)3( 
- D¿óo que se trata do una Interpci-viJ.'i .^ue udve rcprOuUcir los'valores y^  e y ,^ la función linoal 
debe cuipplir las condiciones • • . • • - . 
J , , • ? 
• • . ' / 
• ' y^  - atb ' (2) 
con lo cual la funciSn y queda así: 
X 
' (3) 
pudiendo notarse qua los multiplicadores ( l - x ) y (x) para y^e y.] cumplen la condiciSn 
: ' . • • : 0 - x ) • (x) - 1 . (4). . 
O sea se trata de factores de ponderación de los pivotes dados, - • 
En el caso que nos preocupa dado que x-0,2, los factores de ponderación son y 0^ 2 respectivamente, el 
valor estimado para 1971 es igual a 
(0,8) 25 310 + (0,2) 29 702'- 25 188^  
k, la interpolaciSn parabólica 
En algunos casos puede interesar reproducir (exactamente) los valores pivotales más allá del intervalo 
(0-1) y no solamente los valores y^ e y^  que limitan este intervalo. 
En este caso puede recurrirse al uso de funciones del tipo 
2 3 
y - a • bx • cic • dx t (5) 
en que el grado de (x) depende del nfiaero de valores pivotales que trata de reproducir. Considerando que cada 
vajor pivotal (y.) conduce a una ecuación de condición del tipo 
2 3 y. • a + bx. +. ex. t dx. + (6) 
se pueda deducir que el exponente de (x) es igual al número de (n) valores pivotales que se quiere reproducir 
menos 1. En otros tÓrminos ura perabola de grado (n-1) reproduce -desde el punto de interpolación- n valores 
pivotales (y^). 
Trátese de valores igualciente o desigualmente espaciados el nCmero da condiciones dependerá del nfinero de 
puntos a reproducir y la solución del sistema de ecuaciones simultáneas podrá sistematizarse en ambos casos, 
conduciendo como luego veremos a las fórmulas de Gregory-Scuton y de üeuton de uifcrcr.cias divi:!idas, según 
el caso. 
J uso de funciones parabólicas de grado (n) tiene la ventaja que permite-cualquiera que sea la ubica-
í, .c los puntos pivotales» determinar un sistema de oultiplicadores de esos valores de aodo que en forma 
se puede realizar la interpolaciSn en un caso de rutina, 
Fcr otra parte, el uso de la funcifin parabólica tiene la desventaja que en ciertos casos no produce bue-
,-lores de intcrpolcciSn cu:.ndo so trata do valores (y^) que presentan bruscos canbios entro los valores 
prosentSndosc casos en quo su uso conducc a valores nogativos totclncnto inadmisibles o a valores 
; ív.s que no reflejan la verdadera evolución do los valores de interpolación. 
Is-.bión presentan el incovsniente que no satisfacen ciertas restricciones de extremos (que valga O 6 1) 
o que alcance un máximo o mínimo en la ubicación adecuada¿ Parte de estos problemas se pueden so» 
, con un cambio de variable, sea en la variable dependiente (cambio de y ) o de la variable indepen-
X 
' t : (canbio de x), 
5. La fórmula de Gregoryo^ ewton 
53 deducirá la fórmula de Greqory-Newton considerando el siguiente caso particular, 
Sctorrainar la ecuación de la parábola da tercer grado (cúbica] que reproduce la siguiente serie: 
X - 1 0 1 2 
' • x^ y.l 
í .wjclón de la parabola cúbica es la siguiente: 
y - a t bx tcx^ + dx^  (7) 
X 
;,:fa x—l. O, 1, 2 debe satisfacer las condiciones 
y , » a-btc-d 
m¡ • 
h • 
: ' • y^  B atbíctd (8) 
y^  « a+2bt4ct8d 
' ' ?':io1ver este sistema de ecuaciones simultáneas podemos restar las ecuaciones en forma sucesiva 
yp-^^-b-c id 
y^  - Yq . btc+d (9) ., 
y^  - y^  - bt3c+7d 
• -2 la conveniencia de introducir la expresión 
)5( 
que se denominará diferencia finita de primer orden y que periaite escribir el sistema de ecuaciones en la 
foroa 
A y^ ^ - b-ctd 
i\yQ - bK+d ( n ) 
¿üky^ • bt3c+7d 
Poderaos reiterar el proceso de diferenciaci6n lo que permite elioiinár "b" y tener 
- A y ^ - A y.'i - 2 c 
(12) 
y al realizar por tercera vez la diferenciaciín, se llega a 
6d (13) 
con lo cual 
d - A \ . /3¡ " ( U ) ' U r 
y que nos da adeems 
c - ñ \ ) ( 2 
(15) 
Si reenplazanios los valores de los parámetros a, b, c, d en la relacifin (7) se puede escribir la parábola c6-
bica en la forma 
O ' ) 
0 lo que. es-lo mismo . • . : . 
Esta fírmula puede generalizarse para un cierto nffmero cualquiera de puntos igualmente espaciados, 
cono puede verse con el siguiente razonamiento. 
La expresi6n (17) puede escribirse asf , . . 
o bien y^  (UA)* yQ 
J ( 
h 5 con las restricciones A yjj ' ñ y^  = . . . . . . . . - 0 para el caso ds una parábola cúbica o reproducci5n ds 
4 valores pivptales. . 
Podemos considerar que A es un operador lintial o introducir el operador E 
E - U A ( 1 9 ) 
con lo cual la cúbica nos queda en la forma simbólica 
(20) 
que se reconoce como fSrnula de Greqory-Hewton y en la cual el desarrollo del binomio se detiene hasta la di-
ferencia de orden (n- l) , siendo (n) el nfimero do valores pivotales dados. 
Puesto que entro los operadores E y Ase tiene la relación 
A - E - I , (21) 
es posible expresar las diferencias f initas en función directa de los valores pivotales teniéndose: 
^ x^ • ( H ^ / x - ' y x . i - x^ 
^ ' ^ x - - y,,2 - .y^ (22) 
de ese modo para O se tendrá 
• V A ^ Y O - Y2 - . Y^ J . . ( 2 3 ) 
denominadas diferencias qufas y que son las que deben calcularse para la fórmula de Gregory-flcwton, 
Para el ojcmplo nuEÓrico analizado en la intcrp-olación lineal se tiene: 
A VQ - 29 702 - 25 310 » ^^  392 
A ^ Y ^ J - 3ÍF 3 M - 2 ( 2 9 7 0 2 ) + 25 310 - 249 
3. a3 • 
A YP - 21^  343 - 3 ( 2 9 7 0 2 ) F 3 ( 2 5 3 1 0 ) - 21 3 7 6 - - 2 0 9 
y por tanto la cúbica que pasa por los- puntos (C.yg) ( l ,y. j ) ; (2,y2) os 
, y - 25 310 + 4 392 CÍ • 249 cj - 209 ct 
X • I 4. O 
)7( 
—que para xcO.2 nos da, 
Yp 2 - 25 310 • 0,2(4 392) - 0,08(2í»9) • 0,0'Í8(.209) - 26 158 
oí valor interpolado para 1971. • 
6, La fSrtaola de Lagrange 
Puesto que las diferencias finitas pueden expresarse en funcifin de los velores pivotales (y^) y que los 
coeficientes binomialcs Cj^  pueden expresárse como funciones do'(x) es'posible escribir la fórmula de Gregory» 
Howton on la forma ' • ' 
\ . ^ - i f k W v k ^ , : ( » ) 
sicndo"f(x) funciones de. grado-(n-l). en.(.x), cuando so tTenon (n). valores.pivotales.igualcicnte espaciado 
Tal forma do escribir la ffirmula de Gregory-Newton se debo a Lagrange y presenta la ventaja frente a la 
anterior -que prefijado el nímcro de valores pivotales (y^) que se desea hacer participar para interpolar un 
valor determinado- se pueden ponderar estos valores pivotales y determinar cómodamente el valor de interpola-
ciín deseado", _ ' _ 
La deducciCn de la fírmula de Lagrange para el q,aso de interpolaciSn cúbica y qufntica (parábolas de ter-
cer y quinto grado respectivamente) ."sfi hace de la siquiento manera. 
Caso de ciübica 
Los valores pivotales son los siguientes - : • ~ -
X -1 0 1 2 
0^ . >^2 
y la parábola tiene que tener la forma 
•'• y^  " y.-| ^ ^qM yQ ^ l-^(x) y^  t L^íx) y^  (25) 
notando que las funciones "ponderativas" deben anularse para cualquier valor de (x) distinto de la abscisa 
del pivote al cual pondera la función. Por otra parte, estas funciones ponderativas deben valer ]_ cuando 
en ella se reemplaza la abscisa del pivote correspondiente, . . 
De esa isánera la ecuación de la cúbica tiene que ser la siguiente 
, . x í x d J M i ; - M l M í x z Z l , ; y l x> l ) x ( x - l i , . 
que puede tabularse para valores diferentes de (x) en el inferv^l^(G-2), En la tabla 1 so indican los 
multiplicadores de Lagrange para x variando desdo G a l , con cambios en (x) de 0,02 suficientes para in-
terpolar en casos de aparecimiento corriente. 
} G ( 
Solución 
Interpolar los valoras do 1971 , 1972, 1973 y 1974 en la serle 
Año 1960 19G5 • 1970 1975 1980 
Poblad ín 18 035 21 376 25 310 29 702 34 343 
Los multiplicadores necesarios son 
Año X 21 376 25 310 29 702 34 343 Poblad 6n 
1971 0,2 =0,0480 0,8640 0,2160 -0,0320 
1972 0,4. -0,0640 0,5720 0,4480 -0,0550 
1973 0,6 -0,0550 0,4480 0,6720 -0,0540 
1974 0,8 -0,0320 0,2150 0,8540 -0,0480 
[iota. La ecuaci6n de una cffbica por k puntos puede escribirse en forma más adecuada para el cálculo de 
los multiplicadores usando la siguiente escala: 
-3 -1 1 3 
'V '-3 
y quedando por tanto la ocuaci5n en la forma 
2 ,W .A / 2 
\ -W ^3^ 16 y. l * -15 ^ 48 3^ 
(27) 
con V - 2x-l 
y pudiendo verse fácilmente que cuando se hace el cambio de (v) por (-v) las funciones ponderativas se invier-
ten en el orden en que multiplican a los valores pivotales y que aclaran el uso de los multiplicadores para 
X > o;5o. 
Do la ciisina manera para una parábola do quinto grado -escrita a la juanera de Lagrange- y siempre que se 
trate de valores igualmente espaciados se tendrá 
V -5 -3 -1 1 3 5 
y-5 y-3 y.l 3^ .^5 
„ ( v ! d j i ¿ 2 M ) (v'-l)(v^-25](v»3] (v^-9)(vl25)(v-l) 
\ " - 3 8W ^ 768 ^ * -38/t 
, (v^-9)(vl25)(vtl) ^ (v^-l)(vl25](vf3) (v^-l)(v^-9](v.5) ^ 
' ^ -763 3^ ^ 3 840 384 
)9( 
CuñJro 1 
TABLA DE ¡lULTlPLICAOCRES DE LAGRANGE PARA iHTERPGLAClCil CUBICA 
X S • 
X 
-
.. O^.CO 0 100 000 0. 1,00 
0,02 -647 9S 960 2 0 2 0 -333 0,90 
G.Qíf .1 254 . . 97 043 4 077 -666 .0,96 
0,06 -1 024 96 651 6 159 -996 0,94 
0,08 -2 355 • 95 336 0 294: -1 325 0,92 
0,10 .2 050 94 050 10 450 -1 650 0,90 
- G,12 -3 309 92 646 12 634 -1 971 0,88 
0,14 «3 732 91 177 14 G43 -2 200 0,86 
- . 0,16 -4 122 439 645 17 075 2^ 598 0,04 
0,13 -4 477 8G 052 19 320 -2 903 0,82 
0,20 -4 GCO 06 400 21 6C0 -3 200 d„3C. 
0 ,22 -5 091 34 692 ., 23 000 -3 409 0,73 
"o,24' -5 350 G2 931 26 139 -3 770 0,76 
0,26 -5 530 01 119 23 501 . -4 '040 0,74 
0 , 2 8 -5 779 79 253 30 322 -4 301 0,72 
0,30' 77 35C 33 15C-_ -4 550 0,70 
0,32. -6 393 .75 398 35 4GZ -4 707 0,60 
0,34 -6 200 . .73 405 37 015. : -5 012; 0,66 
0,35' . -6 293 , .71 373 40 1 47 - -5 222 . 0,64 
0,33 , . • -6 361 . - • 69 304 42 47G. - • -5 419 0,62 
0,40 1 " " " - 6 430 67'20c • •44 800 "-5 600 0,63 
0,42 -6 415 • 65 CG4 47 116 -5 765 0,58 
0,44 -6 436 62 099 49 421 -5 914 C,56 
0,46 .5 376 • 60 7C7 51 713 -6 044 0,54 
0,40 -6 323 50 490 53 990 -6 157 0,52 
0,50 -6 25C 5C 25C 56 250 -G 25C 5C 
i 
S • X 
) 1 0 ( 
f^, scntíndosc c-n la tabla 2 los multiplica'Joros ccrrcspondicntis para (x) variando de O a con espaciamicnto 
0,02. ' 
Ejemplo» Intarpolar los valores ds 1971, 1972, 1S73 y 197^  dada la serie 
Año 1960 1955 1970 1975 1980 
Población 18 035 21 376 25 310 29 702 3ii 
Soluci6n. Puesto que se dispone de 5 valores pivotalcs la para'bola do intsrpolacifn es de cuarto grado, 
!;i,Í2ndo por otra parto que en una parábola de cuarto grado las diferencias quinta y superioras son nulas es 
i,;$(blc estimar un valor pivotal "f icticio" para 1935 usando la condición señalada 
A ^ . 0 
o lo que es lo mi SOD 
lo que da 1985 el valor 
(29) 
(30) 
1^985 " 343)-10(29 702]+10{25 31C}-5(21 376)+in8 035) = 38 950 
y les valores de- intcrpolación deseados son 
X 18 035 21 376 25 310 29 702 34 343 38 95C 
0,2 0,0081 .0,0739 0,8870 0,2218 -0,0493 0,0063 26 157 
O.'t- 0,0116 -0,0998 0,6989 0,4659 -0,0874 0,0108 27 022 
0,6 0,0108 0,4659 0,6989 -0,0998 0,0116 27 902 
0 , 8 - 0,0063 -0,0493 0,2218 0,8870 -0,0739 0,0081 28 797 
' fírnul:. da Lagrango puedo usarse tasibiín en los casos que se dispone Jj valores pivotalcs desigualmonte csp: 
iios, imponiendo a las funciones L^(x) las condiciones quo se anulen para cualquier valor do x^i distinto 
í valor (y.) al cual pondera y tomando el valor do i cuando x=i. 
Caso K Así por ejemplo en el caso siguiente: 
O 1 5 10 • 
• «iiaciSn do la parábola cúbica estS dada por 
'1 no 
, _ (x-l)(x.5)(x-10) x(x.l5)(x..l0) x(x-l)(x.lO) ^ ^ x(x.l)(x-5) ^ 
35 ^ -100 h * «O 1^0 -50 '1  
) 1 1 ( 
Cuadro 2 " • 
TABLA DE MULTIPLÍCAOCÍJES DE LAGRAHGE PARA INTERPCLAClCfi QUIDTICA 
X • i " 
r 
• • '0 , 
r 
"1. 
C,CO 0 - 0 1 OCu C'wu 1,00 
0,02 983 .9 734 992 837 20 262 -5 014 666 0,98 
O.Qt 1 931 - -13.936 - aa4.694 ... 4VC29_... . . -.'.0 048 1 331 0,96 
0,06 2 m ' ',-27 611 975 593 62 272 
/ 
-15 086 1 S91 0,94 
0^ 08 3 7U -35 761 965 557 83 961 -20 116 2 645 0,92 
ojio 4 546 -43 391 954 5C'8 106 068 -25 121 3 292 0,90 
C|l2 5 336 - -50 506 - . 942 770 .. 128 560 -30 0 88 3 928 0,88 
0 , U 6 085 -57 1G9 930 068 i i r ío^e ' "^ ' - 35 002 4 553 0,86 
0,16 6 789 -63 209 916 528 . 174 577 . -39 849 5 164 0,84 
0|18 • 7 449 -68 810 • 9C2 177 198 039 -44 613 5 759 . 0,82 
0,20 8 064 -73 920 887 040 221 760 -49 280 6 336 0,80 
0,22 8 633 -78 546 871 146 245 7C8 -53 835 6 894 0,78 
9 156 -82 696 . 054 523 - J&9 849 . -58 263 7 431 e,76 
0,26 9 632 . . -36 378 837 200 294 151 -62 549 7 944 0,74 
0,28 10 060 -89 601 .. ... 819 2G7 318 580 -66 &8C 8 433 0,72 
CÍ30 10 442 -92 374 • 800 572 Í02 " ' " " " -70 639 8 895 0,70 
D;32 10 777 -94 7C6 781 328 367 684 -74 412 9 329 0,58 
0,34 11 065 -9 6 609 761 506 392 291 -77 986 9 734 0,66 
0,36 11 3C5 -98 091 . . 741 .135 .416 888 . -81 344 ... 10 106 . . 0,64 
0,38 11 500 »S9 165 720 249 - 441 443 -34 474 10"446 0,62 
O.W 11 643 -99 840 693 080 465 920 -07 36C 10 752 0,60 
11 751 -ICO 129 677 060 490 285 -39 989 11 C22 ' 0,58 
O./fif 11 808 -ICO 042 654 023 514 503 • -92 347 11 255 0,56 
0,46 11 822 •-99'593- 632 2Cr- 530 541 • -94 420 n 449 C,54 
0,W 11 792 -98 794 6G9 228 -' 562 364 -96 104 11 &C4 0,52 
0,50 11 719 -9 656 505 938 ^ 585 933 ' ^ ,-97 656 11 719 0,5G 
S - ^ 0^ - - - ^.2 
X 
¡Job, Los valores están anplificao'os en 1 CCO CCD y los valores de intcrpolaciffn so calculan a travCs do 1; 
rolaciffn: 
fe) 
) 12 (• 
fUílicndo verse quo las funciones L.(x) i;U!:.pl-n le. ccn-ív-idn 'porJcritiva" 
. SL^ÍX) - 1 . (32) 
AdenSs s i so tiene que realizar una intarpolaci6n do rutina on e1 intervalo 1-5 scrS conveniente tabular 
la funciCn en ese intervalo. Al hacerlo se llega al siguiente juego do multiplicadores 
X ; "^10 
2' -0,4000 1,3333 0,1500 -0,1333 
3' -0,56C0 1,1667 0,4200 -0,0267 
4 -0,3500 0,5567 0,7200 -0,0257 
notSndose quo los multiplicadores tienen signos positivos y negativos que se alternan mSs al lS de los valores 
"positivos" que multiplican a los valores pivotales quo encierran el intervalo en donde se estS efectuando la 
intsrpolaciCn. 
Caso 2, Se trata de interpolar en el intervalo 1-5 dado los siguientes valores pivotales 
1 5 10 15 
'1 Mo >^15 
En Gste caso la ecuacifin do la parábola os 
„ (x-5)(x-10)(x>15) ^ ^ (x - l ) ( x - i r ) í x -15) (x-l)(x-5)(x-15) (x. l)(x-5)(x-10) 
-504 n 125 '5 =225 HO 7C0 í 
y los 3 valores pivctalos se calculan usando el siguiente juego de multiplicadores 
X 5^ 1^0 1^5 
2 0,5190 0,5200 -0,1733 0,0343 
3 0,3333 0,ü4C0 -0,2133 0,0400 
4 0,1310 0,9900 -0,1457 C,G257 




) 13 ( 
aplicar los multiplicadores anteriores pira int :rpolar la siguiente s i r le de valores de una tabla de vida 
X 1 5 10 15 
1 
• - - . . . . X ^ 
D9 173 CG 354 05 760 05 332 
Solución. Adoptando koO.W para el paráootro (k) se tienen los siguientes valores pivotalesí 
X 1 5 10 15 
x^ 1,08351 1,Í3&201 2,5H63 3,00105 
y luego de interpolar se encuentra 
x 1 2 3 4 
yx 1,00351 1,3060G 1,50300 1,69355 
Ix . 89 173 . 87 m . 86 810 86 510 . •. : 
2x 19,33 7,31 3.36 .. . : 
que comparados con los valores de la tabla detallada 
X í 1 ^ ' 3 ' i 
-
19,7G 6,55. 3,27 2,31 
se va que el cambio de variable es relativamente adecuado, 
7, La formula de Heiiton de diferencias divididas 
En el caso de 1nterpolaci5n con valores desigualmente espaciados puede interesar, a voces, saber s i a 
un cierto determinado grado do la funci5n parabólica pr5cticai!icnta los valores de Interpolación no cambian 
slgnificativamcnto s i so aumenta ol grado de la funciSn, 
En esos casos se hace necesario usar otra f^rinula (o manera de escribir) la parábola do interpolación 
que no sea la fórmula ponderativa do Lagrange, en la que de antemano so decide cuantos valores pivotalos se 
van a usar. 
Supongamos que dos.camos usar una parábola do torcer grado para Interpolar valores en la serle siguiente: 
X 
' ' I ^ ^ 2 
^ X yo' h h 
í. V » 
) .M 
y supónganos que la parábola tiene IU fcr.T.a analfiica siguiontt; 
V • A T B X + C X ^ + D X ^ 
Debiendo reproducirse los valores pivotales observados, se deben cumplir las siguientes condiciones: 
2 3 • ' y^ j > atbx.+ cxQtüXQ 
' 2 , 3 y^  » a+bx^ +cx^ i'üx^  
2 3 
y^  • aíbx^ +cx^ +dx^  
Este sistema de ecuacionos sitaultáneas puedo resolverse slirainando sucesivamente los diversos parümetros, 
lo que logra hacerse restando las ecuaciones en forma sucesiva tal como se hizo para el caso cuando se dedujo 
la fíJrfiiula de Gregory-Newtcn, 
Al realizar la diferencia entre ecuacionos sucesivas se encuentra: 
2 2 3 3 
y^ -y^  " * cíx^-x^) + díx^-x^) (36) 
h ' h " * * ^ ' 
y para dejar con coeficiente 2 al parámetro (b) debemos dividir por la distancia a que se encuentran los va-
lores pivotales sucesivos, o sea 
2 2 - b+cíx^+x l^+díx^+x^x^tx^) (37) 
pudicndo verso que en ol primer miembro de estas ecuaciones aparecen las diferencias f initas de valores su-
cesivos do y^  divididas por la distancia a que so encuentran esos valores pivotales (o puntos), resultando c 
Gsto que sea Ifigico denominar osas cantidades diferencias divididas de primer orden. 
V > . 
) 1 5 ( 
SI se adopta la notación 
^ y ^ _ Í30) 
el sisteaa quoda asf 2 ' 2 ' 
U I U 1 I U O 
¿ h 
k'y^  » b t ctxj+xp + dix t^x^x^+x^) 
Si se reitera el proceso de diferenciaciSn (dividida) so tiene 
2 - ^ 
^ " X3 . x^  " ^ 
m 
0 sea un sistema de 2 ecuaciones con 2 incSgnitas en que en el primer raicmbro aparecen las diferencias divi-
didas de segundo orden. ' ' 
Al volvor a diferenciar, se logra . " 
3 
o sea que "d" es igual a la tercera diferencia dividida gufa (con respecto al primer valor observado), 
Al reemplazar este valor de "d" en la primera ecuación de (W), do c l l í los valores de "c" y "di' -on la 
primera eceación de (33) y finalmente los valores de b, c y d en la-primera ecuación do (35) se tiene 
2 ' 3 
2 3 
b - (xq.x^)A y^  • (xpX^.XQX^tx^x^jzíi yg . " 
c - ^ ^ Q - (xp+x^+xpZh^Q -
se llega a la expresifin 
y^ j - Xq • + + (x-Xp)(x-x^)(x-X2)¿^^yQ ('t2) 
que representa un caso partlcjl-ir de Ir. j ' i^rMj\-L j!>w,ton d1for:.nr.i:,s diviJi .'"s. 
) U ( 
La estructura raatcpática í!c la funciín n:s .'.jrnito gcncrcllzir la oxprosISn anterior. Así, per ejemplo, 
s i so dispono de 2 valores pivotales biuS (¡^ l^Y )^ o^s tSrnínos siguientes serían 
correspondiendo la cxpresifin total a la ecuaciSn de una parábola do quinto grado". 
Nota. La fírciula de Newton do uiferoncias divididas puedo escribirse usando la siguiente fSrniula de re-
correncia: 
con 
V,^ (x) - t (x-x^) V^^ (^x) (Aíf) 
W 
V f y ) ' á y , 
forma que nos permite llegar a otra fSrmula de interpolacii5n como luego voroinos» 
Elemplo. Dada la serie 
X 1 5 10 15 
Vv 1,C0351 1,06201 2,5H68 3,00105 
So pide 
a) formar la tabla de diferencias divididas, 
b) escribir la ffirmula de Newton correspondiente para interpolar en el intervalo 1-5, 
c) determinar los valores de interpolaci5n. 
SoluciiSn. Se tiene 
a) X ¿b^y^ ^ V 
b) 
1 ! x 
1 1,00351 
5 1,06201 0,19W2 
10 2,5H6Q 0,13053 
15 3,00105 0,C9727 
y . 
'x 
1,03351 + (x-1) 0,19íi62 • 









G, Formula do diferencias Invertidas 
Ya antes so IndicS una manera alternativa do escribir la ffirniula do Hewton do diferencias divididas usan-
do la relacifin de recurrencia 
V^(x) . (x-x^) V^ ^^  (x) 
con y^  - Vp(x) 
Vj(x^ ) 
Esto sugiere la posibilidad de introducir otra ley de recurrencia de las funciones V|^ (x) en la forma 
V - i • V ' k i • v ^ ) M 
lo quD nos conduco a la expresión 
XiíX, O y •» av + 
X x-x , a^  • 1 
3 
quo puedo escribirse en la forma nás compacta 
X-Xl • x-x, • x«x„ 
y - a v i — ^ — J - . — . . . . . . m 
y a la cual se denomina "fraccifa contfnua" 
Las cantidades se doterrainan imponiendo la condici5n que la-fracci6n continua reproduzca los va-
lores observados'. 
La condiciín de roproducciSn de los valores y^  y y^  nos lleva a las rclucionos"* 
con lo cual 
y podemos adoptar en general 
Wy . (W) 
^ M+1 
~ : "IV.' |ntroducci6n 
El presente apunte sobre interpolacifin tiene por objeto indicar las fSrniulas más usadas en este proce-
so numSrico y su aplicaci6n en diversos casos de interpolacifin que aparece en el trabajo demográfico. En mu-
clias oportunidades.las fóriaulas de interpolación no pueden usarse directamente sino que se hace necesario 
cambiar las variables. Tales se indican con diversas aplicaciones y los resultados a que conducen esos cara* 
bios da variable. Tratándose de casos de interpolación de rutina (interpolación repetida en forma sistemáti-
ca en nSmeros grandes de veces) es necesario disponer de tablas de multiplicadores pnra realizar tal proceso nu-
mérico en forma rápida y por ese motivo se indican a travás del texto numerosas tablas de multiplicadores pa-
ra esos casos, , : : ,• ' • 
Las aplicaciones numáricas que se indican despuSs de haber pasado una determinada fórmula de interpola-
ción toman en cuenta casos reales del trabajo demográfico y como tal se interpola en problemas de mortalidad, 
de fecundidad, de proyecciones de población, etc; con el objeto de justif icar el uso de esas fórmulas, 
• 2, Definición de interpolación 
•• Supongámos que disponemos de una serie de pares de valores (x, y^) que corresponden a una serie de valo-
res determinados por la observación o por algún cálculo previo en el trabajo demográfico rutinario. Puede 
tambián corresponder la serie a una función matemática que se encuentra tabulada en alguna tabla matemática. 
En cualquiera de es;is casos puede presentarse la necesidad de estimar para un valor de (x) no tabulado, el va-
lor de y que le corresponde, TambiSn puede presentarse el problema inverso, esto es, para un. valor y no ta-
X X 
bulado estimar el valor de (x) que le corresponde, 
.Asf, por ejemplo, cierta proyección de la población femenina de Hóxico estima los siguientes valores de 
población {en miles) para el período 1960-1980, 
Año 1960 1965 1970 1975 1980 
Población 18 035 21 37C 25 310 29 702 . ... 34 343 x 
En este caso puede interesar, por ejemplo, estimar la población para 1371 o bien en que momento (año), la 
citada población femenina alcanza 30 000, 
En el primer caso se dice qua se trata de una interpolación directa o sea, que cuando se trata de deducir 
una serie do valores (x, y )^ un valor y^  no tabulado s i es que se establece el valor de (x). 
\;rcsi6n quo puedo dcnoninarsc "dlfori-ncü .liviJi^la inversa" con rcspocto al origen, ya quo si^ -itipr.. so rosta 
respecto a los valores 
Para la reproducciCn del valor y^  dobo tsnorse 
con lo cual 
*2'*1 2 
^ adoptando en general, la notación 
_ 2 „ (50) 
Para x=xj se tiene 
"s'^O 
" ' 
da donde se deduce 
x -x 
W Ve 
y en general las diferencias invertidas de orden 3 con respecto al origen 
,3 
" - g - ' " % (51) 
U^plq. Dada la serie 
» x 60 65 70 •••75 
1 X 
2k m 19 015 13 329 0 CS2 
interpolar los valores del Intervalo 55-70 usando el cambio do variable 
1 X x 
h ' T T X \IH-X 
con w • 105 
l?luci6n". La tabla do diferencias divididas invertidas con respecto al origen os la siguiente : 
] 19 ( 
X 1 (1-1 ) x x' W h 
60 0,31916 8,9443 2»G547 
65 0,23íjQ0 - - lü¿2774 2,4131 -11,3225 
70 0,160M 11,6332 1,093G -10,4613 
15 0.09760 13.0931 1,3304 -9,0795 
5,8059 
G.93uO 
La ccuaciSn c'o la funcifin do Interpolacifin csj 
x»€0 x-65 y - 2,3547 t x-70 
-11,3225+_5,3G5S+ 
y los valoras de IntorpolaciSn son 
66 57 60 69 
17 369 16 926 15 026 U 053 
Ejemplo 2, Dada la serie 
X 0 1 2 
1 2 5'x r r 
 -
detorninar la curva do interpolación corrospondionte usando las fracciones continuas, 
SoluciSn. La tabla do diferencias divididas inversas, con respecto al origen, es la siguiente: 
2 
X 




y - 1 • 
' t 
1 
r l / ( r - l ) 
1-x 
- ( r . l ) 
Aplicación numl^ rica. Interpolar geoniítricaniente (on forma aproximado) en el intervalo 1C7C-1375 en la 
siguiente proyccciín de población 
Año 196C 1965 1970 1975 1900 
Población 10 035 21 376 25 310 29 702 34 343 
1 20 ( 
Usando los valores pivotabs que encijnran el ir.tsrvalo. se t i ene 
'tí cual 
- y ,y- T 0,16070 x 
^ " ^ ' m í w i 
, fes valores de interpolación son los siguientes: 
— ' !¿!o • h 
1971 0,2 1,03262 26 136 
1972 0,h 1,0662't 25 986 
1973 0,6 1,10090 27 864 
1974 0,8 1,13664 28 763 
i implo 3. Aplicar las fracciones continuas a la ley geomStrica modificada 
, X V .' • . y • a + be 
SnluciSn. En esta ley se cumple que las diferencias finitas/iy^ estSn en progresión gaoraítrica, ya que 
A y = y>, 1 - y - (a+bc^^b - (a+bc") « b(c-l)c'^  
X I X 
Esto indica que es posible interpolar en el intervalo 0-1 cuando se dispone da los valores pivotalcs 
{"•Vq); ( l iV i ) ; (^.y^) usando la ley goomítrica modificada. . 
Es fácil ver que 
X , X 1-x 
" " ^  ^  TTTP^ nr ^ ITTT) 
y dado que 
Yq - a+b; y^  - a+bc 
los valores de interpolación en el intervalo 0-1 están dados por 
c* 1 
Aplicación nunórica. Dada la serie ' , " 
X 60 65 70 
1 24 194 19 015 13 823 
X 
interpolar en q1 intervalo 60-65 usando el cambio de variable 
) 21 (• 







'-0,08436 ' r 
-0,07432 .• 
- 0,38099 
con lo cual 
X 1 c - 1 
X 1 - x 
^8,40255 ^ 1,88099 • 
y los valores c en el intervalo 0-1 son los siguientes 
X x / í c ' ^ . l ) 
0,2 -8,40266+0,'t2531 -0,02507 
0,k -8,40266+0,31893 -0,04948 
0,6 *8,40266+0,21265 -0,07326 
0,8 -8,40266+0,10633 -0,09643 
y finalmente los valores de interpolaciár 1 son 
X/ (c^l)/(c- l l r - ' 
X X 
0,2 0,2107 0,30139 23159 •23130 
0,4158 0,28403 22123 '22 098 
0,6 - • -0,6156 0,26723 21 087 21 076 
0,8 . 0,8103 . 0,25080 20 051 20 047 
que pueden compararse con los valores do la tabla de vida dctalladaíl ° 
X 
) pudiendo verse qUG la ! 
es adecuada. 
9. La intorpolaciCn osculatriz 
En este tipo do interpolación los,.valores interpolados en el intervalo (0-1) so dotcrninan usando un 
arco parabSlico que reproduzca los valores (yQ,y^)yqil0 fronte a las abscisas (0,1) se tonga igual tariccntc 
(primera derivada) e igual curvatura (segunda derivada) quo los arcos parabfilicos que pasen por 5 puntes 
consecutivos, • . ' » 
Veamos esto grSficamente, So tiene los puntos A, B, C, D, E, F, igualmante espaciados tal como se 
indica en la figura. ' . • • . 




2^ "^ 3 
-2 -1 O 1 2 3 x ' 
La curva de interpolación que se trata do determinar debe pasar por los puntos C y O y dobt- tener 
las inlsraas primeras y segundas derivadas que las funciones parabfilicas de cuarto grado que pasan raspoc-
tivamentc por los puntes ABCDE y 8CDEF frente a los puntos C y D, 
La ccuaciSn do la parábola que pasa por 8CDEF tiene por ecuación 
y, - (yo^c; y^^ .c^ ^ • í (52) 
indicando la expresifin del naréntesis quo, obviamente, la parábola pasa por COEF quedando demostrado que 
pasa además por 8. 
Las primeras y segundas derivadas de esta función para x»! dan 
'•i ¿Vq - I , 1 
(53) 
y de la tnistna manera la parábola ABCDE nos darS frente a C las primeras y segundas derivadas siguientes: 
2 3 
Ziy.7 ^y.i 2 4 
* T ¡ 
2 2 4 
«•o - Ay.i 6y.2 (Sí^) 
o sea expresiones análogas a las anteriores en que ínicamente se ha corrido el subíndice en una unidad. 
La parábola de interpolación osculatriz que se trata do determinar la deduciremos modificando la pa-
rSbola de quinto grado que pasaper los 6 puntos por una función de '•i^ a cumpliendo la 
condición de pasar por C y D y que además cumpla las condiciones de osculación ya señaladas. 
La ecuación de esa parábola tiene que sor de la forma 
o - 2 
, ) 23 ( 
indicando la caniidad entre paréntesis la condición que la par5Lola pasa por 8CDEF y el tdrmfno-agrfigajo 
1 5 5 
(Cg ^ y p que pasa por A y el (Jltirao tSrinino f(x) A P®'® lograr imponer las condiciones de oscu-
lapiín* 
La primera y segunda derivada de la funcidn anterior frente a C son respectivamente 





que deben igualarse a y r^, lo que exige que la función f(x) cumpla las condiciones 
f»(0) o -1/30 • . 
f»»(0) «O 
I 
De la misma manera la primera y segunda derivada de la parábola de (jiinto grado señalada en (55) frente 
a D tiene las siguientes primer y segunda derivadas 
• T T " I T ' ^ T T y . 2 ' y.2 
(58) 
que al igualarse a y r^  donde -por simotría- a las siguientes condicionas para la funci6n f(x). 
f ' ( l ) - - l / 3 0 
f"(1) - O 
Dado que la parábola modificada (55) debe pasar por C y O, debe tenerse además para funciSn f(x): 
.. (60) 
f ( l ) . O 
con lo cual la función de f(x) siendo una función de quinto grado, ésta debe ser del tipo 
f(x) - x{l-x)(a+bx+cx^+dx^) (61) 
en la que los parSniotros a, b, c y d deben satisfacer las condiciones (57) y (53), quo exige que estos 
parámetros tengan los valores 
- - • - : - a - b . . l / 3 0 - . • -
c » 3/10 } d . -1/5 
) 24 ( 
- lo que conduce finalmente a que f(x) es igual a 
ftx) - x(x4)(x-1)(3x^-3x-1}/15 (63) 
pudiendo comprobarse que so tiene 
f{x) - fO-x) (64) 
Oe a l l í que la parábola osculatriz por C y O tiene por ocuacifin 
siendo f|-(x) la quíntica por ABCDEF, que so encuentra tabulada en el cuadro 2, La idea de usar principios O 
de osculación para interpolar valores en el intervalo 0-1 se debe a Sprague que la introdujo en 1880 en 
los procesos de interpolación de rutina. La idea permite obtener valores de interpolación que presentan 
una mayor continuidad cuando se pasa de un intervalo al siguiente o subsiguiente. 
Se pueden calcular los valores de f(x) para x variando de 0,1 en 0,1 tomando en cuenta que puede 
usarse este tipo de interpolación para valores pivotales distanciados en 5 ó 10 unidades. 
Los valores de f(x) en este sentido son los siguientes» 
X i k ) x 
0,1 -0,003048 0,9 
0,2 -0,004736 0,8 
0,3 -0,004564 0,7 
0.4 -0,002752 0,6 
0,5 0 0,5 
y luego de usar los multiplicadores de Lagrange de la quíntica dada en el cuadro 2, se llega al 
te Juego de multiplicadores de Sprague: 
X U \ h l 2 h _x 
0,1 0,0076 -0,0586 0,9851 0,0756 -0,0099 0,0002 0,9 
0,2 0,0128 -0,0976 0,9344 0,1744 »0,0256 0,0016 0,8 
0,3 0,0150 -0,1152 0,8462 0,2975 -0,0478 0,C043 0,7 
0,4 0,0144 -0,1136 0,7264 0,4384 -0,0736 0,0080 0,6 
0,5 0,0117 -0,0977 0,5859 0,5859 -0,0977 0,0117 0,5 
) 25( 
Ejemplo 1. Interpolar en el Intervalo 5-10 con los raultíplícadoros de Sprague disponiendo de ]a serio 
X 1 5. 10 15 20 25 
1 ¥ 674 64 385 61 730 .59 657 56 733 53 285 
Solución. En este caso no se pueden aplicar directatiicnto los muí tipilcadores do Sprague ys que necesita» 
ú b 
IDOS los niveles "tefiricos" y^  y y ^ compatibles con la serie observada. 
Para estimar los valores pivotales teíricos suponemos que 
A ^ .0 X -
,1o que origina las relaciones . , . • 
- 21 ^ - 70 + 105 - 81* t 35 - 6 
5^ ho 1^5 2^0 2^5 
y* ^ - 6 * - 15 + 20 ^15 + 6 - y. . - f - - . 
1^0 h5 2^0 25 . 
Por otra parte el valor y.j en base do los muí tfpl i caderas de Sprague puede expresarse así: 
y, - 0,0128* - 0,0976^ • 0,934't ® + 0,17H - 0,0256 + 0,0016 
• V Y . L O y-5 >'0 . ' / L O 1^5 
y reemplazando los valores de los pivotes ficticios y iq y y^ g so puede detorminar el valor y^. Este que-
da dado por la rol acifin', . ' . . . 
y. - 0,6176 * • 0,7'»24 - 0,6336 t 0,390íf - - 0,1376 + C,C208 • -
- . 5^ .,^10. . .^ 15 2^0 hS . 
y de a l l í se deduce que y ^ está dado por 
y ? « 9,7150 - 22,2124 + 26,1554 - 18,7926 • 7,3368 - 1 2022-" 
. .. ^10. . 1^5. . 2^0 . 2^5 
I' : 
Ahora se pueden aplicar los multiplicadores do Sprague, lo que conduce al siguiente juego de multiplica-
dores- " ' ' ' 
X 5^ J'io - - i'15 2^0 J'25 
6 «0,0337 0,7674 0,4091 -0,2045 0,0738 -0,0121 
7 -0,0440 0,5431 0,6985 -0,2724 0,0883 -0,0135 
8 -0,0415 •0,3492 0,8601 -0,2174 D,0567 -0,0071 
9 .04.0259 n,1696 0,9500 -0,1114 0,0188 -.0,CC10 
Para D1 caso nuniSrico indicado SG ;ncucntra 
) 2 i [ 
X . . 1 ° 
X X 
6 63 487 63 685 
7 62 837 63 094 
8 52 345 62 585 
9 61 990 62.133 
que coBiparados con los valores de la tabla coniplota presentan errores relativos del orden del 0,3 por 
ciento, 
Eiomplo 2, Si se supone qua los valores pivotales corresponden a la sama acumulada de grupos dcocnalcs 
de edad, determinar los multiplicadores de Sprague para desglosar esos grupos decenales en edades siin-
ples, • 
SoTjJcjfo. Supongamos que se tiene 
y.2 - o ; y ^ ' ' i 5 " '^ I^ z^ 
entonces la acumulaciSn hasta la primera edad del grupo decenal o sea la cantidad (D^ +O^ +D^  -j) os 
igual a ; 
0,0076(0) - 0,0586 + 0,9851 (O^ +O^ ) + 0,0756 (O^ tO^ +D^ ) 
- 0»0991 (O^ +D^ +O^ +D^ ) + 0,CC02 (D^ +D^ +D^ +O^ tO^ ) 
que puede expresarse directanientc en funci6n de los 0., notando que para ese objetivo basta sumar los coe-
ficientes de Sprague desde y^  hacia y^ »^ 
Se tiene 
D^ tD^ +Oj ^ - 0,992'f t 1,C510 D^  * 0,0659 D^  - C,0097 t 0,0002 D^  
. - con lo cual 
Og - -0,0076 + 0,0510 + 0,0659 D^  - 0,0097 + C,CCC2 0^  
Oe la misma manera la acumulaci6n hasta la segunda edad del grupo docenal o sea la cantiJad 
. 0,0128(0) - 0,0976 D^  • 0,93H (0^+0 )^ • 0,1744 (D^ +O^ +D^ ) 
«.0,0256 (D^ +D^ tD^ tO^ ) + 0,0016 (D^ tD^ +O^ +D^ +Og) 
) 27 (• 
de donde se deduce que 
Oj 2 • -0,0052 D^  + C,C338 f C,C8U - C,CU4 + O.OCU 
de modo que al realizar todas 1as interpolaciones necesarias se obtiene el siguiente juego de multipli» 






























nQtSndose que la suma de los multiplicadores para cada edad D. . es igual a 0,1000, 
0,1 
Nota 1, Para obtener las otras edades del grupo decenal D^  basta invertir el orden de los multiplica-
dores o sea que se invierten los multiplicadores de 0^  ^ se obtiene el grupo D^  (]o-i)* 
Mota 2, Para obtener las edades individuales en el caso de grupos quinquenales basta sumar los coefi-
cientes decenales do 2 en 2, obteniéndose 
1 . «1 2^ 
^3,1 
S , 2 
<^ 3,3 
°3.4 
-0,0128 0,0848 0,1504 -0,0240 0,0016 
-0,0016 ' 0,0144 0,2224 -0,0416 0,0054 
0,0064 -0,0336 0,2544 -0,0336 0,0064 
0,0064 -0,0416 0,2224 0,0144 -0,0016 
0,0016 -0,0240 0,1504 0,0848 -0,0128 
Aplicación numérica. Dada la proyeccifin de población 
k í • •' - -
Año I960 1965 1970 1975 1980 
Poblaciín 18 C35 21 376 25 310 29 702 3 « 
interpolar los valores del intervalo 1970-1975, ' • . - -
Solución, Las cantidades (Q,) en este caso son las ), Con los datos se puede calcular los (4 y ) 
1 X X 
3 341 3 934 (4 392) 4 641 
faltando una (/Jy ) para poder aplicar los multiplicadores. Adoptando la condición ) » 0 
X X 
so tiene psra la(.^y^) que falta el valor 
li 641(4) - 4 392(6) • 3 934(4) - 3 341 » 4 607 
De acuerdo que el problema quede reducido .a descooponcr (4 392) en 5 incrementos o partes. 
Aplicando los multiplicadores so encuentra 
847 865 880 894 906 
y los valores de Interpolación se consiguen sumando a 25 310 los valores anteriores en forma acumulativa 
Año 1971 1972 197.'í. 1974 
Población 26 157 27 022 27 9ü2 28 796 
) 28 (• 
10. Los nuliiplicadorcs de Grabm 
Estos (nultiplicaclores representan un caso particular de los niultipíicadores Je Sprague detorr 
minados con el propósito de reducir el nCnicro de valores pivotales a usar. Suponiendo que Q^  depende 
lifiealmente de los otros Q^  de modo que 
que es equivalente a suponer que 
( 6 6 ) ¿^Q^oO 
so logra reducir un grupo quinquenal en los cálculos. Con la condiciSn señalada se obtiene el s i r 
» - . . \ 
guíente-juego de multiplicadores 
\ 
\ «2 <^3 
0 , 0 3 3 6 0 , 2 2 7 2 - 0 , 0 7 5 2 0 , 0 1 4 4 
^ 2 , 2 
0 , 0 0 8 0 • - 0 , 2 3 2 0 - 0 , 0 4 8 0 0 , 0 0 8 0 
^ 2 . 3 
- 0 , 0 0 8 0 0 , 2 1 6 0 - 0 , 0 0 8 0 0 , 0 0 0 0 
- 0 , 0 1 6 0 0 , 1 8 4 0 0 , 0 4 0 0 - 0 , 0 0 8 0 
V s - 0 , 0 1 7 6 0 , 1 4 0 8 • - 0 , 0 9 1 2 - 0 , 0 1 4 4 
pudiendo entonces aplicarse estos multiplicadores de rtitina para lo que se denomina-"desglosar grupo 
senii-oxtrerao", esto es, para desglosar un grupo quinquenal dado s i se usa el grupo en reforencia, 
un grupo hacia atrás y Z grupos hacia adelante. 
Hota 1 . Aunque es más dif íc i l aceptar que se cumpla la condici5n 
m 
que es equivalente a 
D- - - 5D- t 40, - D. I .2 3. 4 5 
es posible determinar multiplicadores para descomponer grupos decenales usando el grupo decenal de 
referencia, un grupo docenal hacia atrás y dos grupos decenales hacia adoknte. El juego de multi-
plicadores semi-extremo en este caso os el siguiente: 
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V •• 2^ °3 • ^ 
0,0206 0,1116 -0,0400 0,0078 • 
^2,2 0,0130 0,1156 -0,0352' • • 0,0066 
2^ 3 0,0066 0,1168 -0,0283 0,0049 
0,0014 0,1152 -0,0197 0,0031 
-0,0025 0,1110 •*0,0095 0,0010 
-0,0055 0,1050 0,0015 -0,0010 
,-0,0073 0,0966 0,0138 -0,0031 
-0,0087 • 0,0874 ' 0,0262 =0,0049 
-0^0088 3,0760 0,0394 -0,0066 
°2.10 -0,0088 0,0648 0,0518 -0,0078 
Mota 2. Si se suman los mul-tiplicadorcs para las 5 primeras ed.ados individúalos dol grupo 
docenal D^  so oncuentra 
Qj - 0.0391 D^  + 0,5702 - 0,1327 + 0,023'^  D^  (68) 
que puede representar una ffirmula adecuada para dividir grupos docenales de edad en grupos quinquenales, 
Eicmplo 1, 
Una poblaciSn estable modelo masculina tiene una tasa intrfnseca .^de crecimiento de 2 por ciento 
y una esperanza do vida al nacimiento do 51,83 años (nivel 15, Oeste Coalo-Oemeny) y los grupos docenales —__ ' 
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usando la fórnula (68) dcsconponcr tstt/s grupos Jccoiialcs en i.ru;;cs qulnqucnilcs, 
Solucign 
Al aplicar los multiplicadores do la fCrinula (58) se cncücntra el primer grupo quinquenal y el 
otrq grupo quinquenal so obiieno por diforencia» Los resultados son los siguientes: 
Edades 5 X 5 X Edades s»: 5 X 
10¿14 11^ 18 11,15 40-44 5,17 5,16 
15-19 9,91 9,94 45-49 4,42 4,43 
20^ 24 8,80 8,80 50-54 3,72 3,72 
- 25-29 7,76 7,76 55-59 3,04 3,04 
30-34 6,81 6,82 60-64 2,39 2,38 
35-39 5,96 • 5,95 65-69 1,74 1,75 
pud^ endo verso un buen acuerdo con los valores de la tabla i t , pSg, 122 incluida en el Manual 
de Naciones Unidas "MStodos para establecer mediciones dcmogrSficas fundamentales a partir de datos 
incoi!iplctos"« 
Ejemplo 2» 
Dados los grupos decenales siguientosi 
Edades Q^N^  Edades Q^M^  
0^  9 3 034,9 50-59 
10*19 1 916,7 60-69 264,3 
20-29 1 345,7 70-79 ,125,6 
30-39 988,1 
W-49 676,0 80 y nás 48,0 
dotcrninar los grupos quinquenales correspondientes usando la fórmula (68), 
Solucign 
Luego de aplicar la citada fártnula so encuentra 
Edades gN^^ n^J Edades N^^  
10-14 1 056,1 1 053,9 40-44 366,4 369,8 
15-19 86ü ,6 862,8 45-49 309,6 306,2 
20-24 727,0 734,6 50-54 268,6 264,8 
25-29 618,7 611,7 55-59 212,4 216,2 
30-34 537,6 539,1 
35-39 450,5 449,5 
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indicándose los valores quinquenales obtenidos del Censo 
W X 
Ejemplo 3, 
Oe una.tabla de vida detallada se han formado los siguientes grupos decenales 
Edades 10% 
i 20-29 6 866 60-69 10 365 
30-39 6 878 70-79 8 998 
40-M 8 223 80-89 4 197 
• 
50-59 10 572 ' 90-99 616 
-
Se pide detersiinar los grupos quinquenales usando la fórmula (68), 
Solución 
- El uso de la citada fí5rniula nos da 
Edades y 5 X 5 X 
Edades 5 X 5 X 
30-3'i 3 3^ (6 3 326 55-59 5 387 5 793 
35-39 3-532 3 552 60-64 5 228 5 179 
• 3 797 3 759 - 65-69 5 137 5 186 
• « - W ¡i '^Sl^ 70-74 4 993 4 937 
, . 50-54 5 185 ¿f 779 75-79 4 005 4 061 
Indicándose los valores 
D X 
de la; tabla detallada. 
Ejemplo 
. - . Dado los grupos decenales 
Edades lO x^ Edades 10"x 
- 0- 9 3 034,9 50-59 481,0 
10-19 1 915,7 60-69 264,3 
20-29 1 345,7 70-79 125,6 
30-39 988,1 80 y más 48,0 
W-M 676,0 
aplicar los multiplicadores de Grabill para determinar los grupos quinquenales. 
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So1ucl6n 
A] aplicar los multiplicadores cítadoá so obtienen 5 subgrupos, cada uno formado por 2 edades in-
dividuales, Oe estos 5 subgrupos se pueden tomar los h Oltimos y aplicar a ellos nuevamente los .-nul-
tiplicadorcs de Grabill que separa en 5 subgrupos cada uno de los anteriores. Tomando los 2 primeros 
y la mitad del tercero de estos nuevos subgrupos, se logra formar «aproximadamente- la edad individual 
del tercer subgrupo obtenido cuando se aplicaron por primera voz los multiplicadores de Grabill. Suman-
do estos coeficientes con los coeficientes de los 2 primeros subgrupos se logra una fórmula para sopa-, 
rar grupos decenales de edades en grupos quinquenales. 
Todo esto puodo verse en la siguiente tabla: 
\ »1 °3 
0,0336 0,2272 -0,0752 0,0144 
« 3 , 3 ' 0,0030 0,2320 -0,0480 0,0080 
-0,0080 0,2160 -0,0080 0,0000 
V .0,0160 0,1840 0,0400 -0,0080 
-0,0176 0,1408 0,0912 -0,0144 
En la tabla se indican los multiplicadores de Grabill. Enseguida el vector 
(-0,0080 0,5400 -0,0350 0,0040) 
representa la suma de la segunda y torcera Ifnea de multiplicadores m5s la mitad do la torcera. Es-
tos coeficientes se aplican a las 4 últimas líneas de multiplicadores y so obtiene 
(-0,0039 0,1037 -0,0050 0,0002] 
que representa aproximadamente Q^  quinta edad del primer grupo quinquenal de 0^, Sumando estos 
coeficientes con los coeficientes de las 2 primeras líneas se logra finalmente 
Qj - 0,0377 D^  + 0,5679 - 0,1282 0^  + 0,0226 D^^ 
Para ol caso numérico dado se obtiene 
(69) 
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Huí t ip i l cadoros de Grablll para tr:.~o cxtrcno. 
Los BuUiplicadores do Grablll para tramo extremo pueden transforiaarso en niultipilcadores para 
tramo extremo aceptando que la quinta diferencia f inita de los cooflcientcs os nula, o lo que os lo 
Jiismo • 
- - 10 ^ S . 3 - ^ 'Uk ^ ^1.5 (70) 
De esa manera so llega al siguiente juego de niultipTIcadorGS para tramo extremo 
\ <^2 
0,3616 -0,2768 0,H88 -0,0336 
0,2SW -0,0960 0,0400 '-0,0080 
0,1 OW 0,0W0 -0^0320 0,008D 
0,1200 _ 0,1360 -0,0720 0,0160 
V s 
O.O?^ ^ Ojl966 -0,0848 0^0176 
Usando por otra parte el mismo argumento dado en el ejcraplo 4, se llega al siguiente juego 
Q^  - 0,7262 - 0,3666 02 + 0,1794 0 2 - 0,0390 0^  '(71) ' 
I 
para descomponer grupos decenales do edad en los quinquenales correspondientes, 
Eicmplo 
Dada la serio 
Edades 10 X Edades lO x^ 
5 - H 4-710 . 10 972 
15-24 5 382 65-74 10 123 
25-34 • 5 744 75-84 • 6 862 
35-ii4 ' 7 311 85-94 •" " 1 893 
45-54 9*243 
detorniinar los grupos quinquenales correspondientes y comparar con los de la tabla dotallada. 
) 
So.lueign 
. Aplicando la relaclSn (71) se encuontra 
Edades 5 X 5 X Edades 5 X 5 X 
5- 9 2 011 2 655 35-39 3 434 3 552 
15¿19 3 113 2 934 45-49 4 233 4 454 
25-29 3 m 3 55-59 5 414 5 793 
pudlendo verso que los resultados no son adecuados, 
11. La intorpolaciiSn do suavidad dpti'ma 
En oste tipo dc interpolacifin so impone la condición quo los valores intorpolados den una varian-
cia lafnioia para la quinta diferencia f inita do ellos. 
Suponiendo que so tienen valores pivotales distanciados do 5 en 5 -distancia común que se puede 
tonar como unidad- la condiciSn de suavidad Sptima es que 
f5 
I Var (S y ) (72) 
soa la menor posible. 
Al Igual que el caso de intcrpolaci6n osculatriz (FSriaula dc Sprague) deduzcamos la corroccifin 
5 
f{x)Ay-2 
que debe hacerse a los valores ciados por la qufntica A6C0EF 




Los valores do intcrpolaciSn on ol intervalo C-1 so ccnsljuon do la tabla 2 
X K2 y-1 5^ 3 
0 0 0 1 000 000 0 0 0 
*> 0.2 8 064 -73 920 88? 040 221 760 -49 200 • ' 6 336 
11 648 -99 840. • 690 880 465 920 -07 360 10 752 
0,6 10 752 -87 360 465 920 693 800 w99 840 11 540 
0,0 6 335 -49 220 221 760 087 040 • -73 920 • "'o 064 
r 
bO 0 0 0 lOOÓ 000 • 0 0 
y do a l l í se puodc deducir la quinta difcroncia f inita do los valores interpolados, la quo resulta 
ser igual a 






21 - 20 
-20 * 21 2K 
6 336 - ^ ^^^ 
320 
y sf a los valores pivotalcs Vg 2 » o^ 4 ' 6 3 ajustes 
. .(. r 
os fácil ver que dobe tonorso (por simetría) 
a - -d 
b « "C (70 




(320 f 10a - 2 0 5 ) ^ ^ . 2 
(-6015 - l i a + ^ ^ ^^  
(212W + 10a - * 92V-5a t 
(-20920 - 5a + b) ^^y ^ + (21 2W + 10a - 6b) A ^ l 
(6 335 t a) ^ • - Ha • 15B) 
(320 • 10a - 2üb) 
) 3G{ 
Estas diferencias quintas son del tipo 
.5 n >5 
{ 7 5 ) 
o lo quo es lo raisuo 
+ (-lOa^  Yg + - .?.) y^ ^ - a., y^  
y dado que so puede suponer que los valores interpolados discrepan do los vcr;!adoros en 2 
desvíos aleatorios de variancia ( T , la varinncia de una cxprcsiSn dol tipo (75) sorS 
igual a 
(76) 
con lo cual la suma de las vari and as de la quinta diferencia finita serS igual a 
2(a? -f Xa^^^, (7?) 
que dobo minimizarse para (a) y (b), 
Al derivarse parcia"!monte respecto esos parSnietros se encuentra 
- A 313 152 - 2 &92a - Z 855b 
- 2 679 616 - 2 855a - 4 032b ( 7 0 ) 
lo que nos da como soluciSn (o ajustes) 
a - -3 S03 - - . 
: , b - -1 005 . • . 
llegando de esta manera a los multiplicadores do Grcville para tramo central que se dan a 
continuación - -
X y.2 / - I • ^0- h • 
* • 0,2 0.0117 -0,0921 0,9234 . 0,1054 -0,0311 0,0027 
0,0136 -0,1096 Q,7^ G'^  -0,0776 0,0083 
0-,6 0,0003 -0,0776 0,7104 -0,109b. ü,3136 
0,0 0,0027 -0,0311 0,1054 0,3234 -0,OS21 G,C117 
Por proccdinticnto parecido y el uso do una rolaciSn de recurrcncia, Grevillo ha determinado 
multiplicadores para el intervalo (-1-Q); (-2,-1) tondiSndoso de oso juego do multiplicadores pa-
ra tramo extremo y seni-ostreiao. 
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\ Y - 2 0 ^3 
0 , 6 7 6 3 0 , 4 4 3 9 - 0 , 0 4 6 6 - 0 , 1 9 6 6 0 , 1 5 5 9 - 0 , 0 3 7 9 
. 1 , 5 0 , 4 1 7 7 0 , 7 0 1 9 - 0 , 1 2 0 6 - 0 , 2 0 2 6 0 , 1 7 4 9 - 0 , 0 4 3 3 
0 , 2 2 2 1 0 , 9 0 3 9 - 0 , 1 7 2 6 - 0 , 1 2 6 5 0 , 1 2 4 9 - 0 , 0 3 1 7 • 
. 1 , 2 0 , 0 C 5 1 1 , 0 5 2 9 - 0 , 1 3 4 6 - 0 , 0 4 4 6 0 , 0 5 5 9 - 0 , 0 1 4 7 
. 0 , 8 4 ) , 0 4 2 0 0 , 0 4 0 4 0^2104 - 0 , 0 0 5 6 - 0 , 0 2 7 6 0 , 0 0 0 4 
. 0 , 6 - 0 , 0 5 1 4 0 , 6 3 1 4 0 , 4 0 4 4 - 0 , 0 4 7 6 - 0 , 0 2 6 6 0 , 0 0 9 0 
- 0 . 0 4 0 0 0 , 3 9 0 4 0 , 7 4 2 4 - 0 , 0 0 9 5 ' - 0 , 0 0 9 5 0^0064 
- 0 , 0 1 9 5 0 , 1 5 7 9 0 , 9 3 1 4 - 0 , 0 3 5 5 . O,0C49 0 , 0 0 1 9 
Nota_3. Los mul'tipHcaclorcs de Grcvfllc para {ramo ccníra] pueden modUfcarso s i so supone que 
los valores plvoialcs cumplen la condic16n rostrlctlva 
llegándose al siguienic juego do ciultiplicadoros de tramo sen}-extremo 
I ^3 
0 , 2 - 0 , 0 3 3 5 0 , 0 0 6 4 • . 0 , 3 0 2 4 - 0 , 0 0 9 6 . . 0 , 0 1 4 4 
0 , 4 . 0 , 0 4 1 6 0 , 5 0 2 4 0 , 5 0 2 4 - 0 , 1 4 5 5 0 , 0 2 2 4 
0 , 6 - 0 , 0 3 3 6 0 , 3 5 0 4 - 0 , 0 0 6 4 - 0 , 1 5 3 5 0 , 0 2 2 4 
0 . 0 - 0 , 0 1 7 6 0 , 1 5 0 4 0 , 9 5 0 4 - 0 , 1 0 5 5 0 , 0 1 4 4 
y s i so proiongan estos multiplicadores hacia atrás (extrapolan) usando la condición C^  - O, 
so llega a los cialtipljcadorGS de tramo extremo 
X ^ X 5^ 2 ^3 
0 , 2 0 , 6 3 0 4 0 , 0 3 0 4 - 0 , 4 2 5 6 0 , 1 0 2 4 - 0 , 0 3 3 5 
0 , 4 0 , 3 7 4 4 0 , 9 9 0 4 - 0 , 5 5 1 6 0 , 2 3 0 4 " - 0 , 0 4 1 6 ' " 
0 , 6 0 , 1 9 0 4 1 , 1 4 2 4 - 0 , 4 0 9 5 . 0 , 1 9 0 4 - 0 , 0 3 3 6 
0 , 0 0 , 0 7 0 4 • - 0 , 2 2 1 5 0 , 1 0 2 4 - 3 , 0 1 7 6 
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Eioüiplo 1> 
Se tiene la siguiente serie do valores pivotal es 
X 5 10 15 20 25 30 
1^0 1^5 /2O 2^5 3^0 
s i se supone que la funcián (y ) cumple las condiciones do extremo 
X 




' X 1 - 1 V105 - X 
X 
para interpolar en los intervalos 5--1Ü y 10-15. 
Solución 
Los valoro necesarios son los siguientes 
X \/x/ax ' X \/x/l05x ' X Vx/105x ' 
5 0,223GC7. 5 0,2^6183 11 0,3'^ 2C3i^  
10 0,32W« 7 0-,2&72Gl 12 0,350211 
15 G,W8248 0 0,237183 13 0,375905 
20 O.^íSSOyi 9 0,30618G H 0,332232 
25 0,559017 
30 0,&32456 
Lo que conduce al siguiente juego de multiplicadores: 
X' . \ 5^ 1^0 1^5 2^0 2^5 
6 0,6U3 0,5916 -0,0773 -0,3074 0,3540 -0,L'974 
7 . 0,3495 . 0,9492 -C,19G4 -0,3577 0,3o58 -0,1025 
A 0 0,1729 1,1115 -0,2454 -0,2133 0,2431 -OjOVJB 
9 0,0521 1,1157 -0,1795 -0,0707 0,1021 -0,0304 
11 -0,0274 ü,óu4b O,2G0G -0,0079 -0,0451 0,0155 
12 -0,0320 0,5703 0,5505 -0,0G43 -0,0414 0,0173 
13 -0,0238 0,337G Ü,80G3 -0,1155 -0,0143 0,0108 
U -0,0111 0,1389 0,9634 -0,1071 0,0070 0,0031 
con " Vx 
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Ejemplo 2 
Dada 1a serie 
X 5 10 15 20 25 30 
53 W5 G1 730 59 667 55 733 53 205 M 357 
interpolar los valores en los 2 primeros intervalos. 
Solución 
Aplicando los multiplicadores do Grevillo modificados por Vx/105-: X se encuentra 
X • 1° X l 1° X X X X 
5 (63 405) (53 405) 10 (61 730) (51 730) 
6 53 529 63 635 11 61 352 61 343 
7 53 030 53 094 " 12 60 970 " 60 957 • 
0 52 540 62 585 13 60 569 50 557 
9 62 121 62 13C 14 60 13S 60 131 
quo representan valores relativamente adecuados con los de la tabla detallada. 
• 1 
Elemplo 3 " • 
Dada la serio ' ' ' ' 
X 5 10 15 20 • 25 30 
1 X 65 716 63 231 61 245 58 190 54 472 50 805 
interpolar los valores on los 2 primeros Intervalos. 
Solucii?n ' . . -
Usando el juego do multiplicadoros determinados en ol ejemplo 1, so encuentra 
X i ' X 
X ' I X 
5 (65 176) (65 176) 10 (63 261) (G3 2 : i ) 
6 65 008 65 078 11 62 905 62 891 
7 64 « 2 64 534 12 ' 52 539 • 62 519 
8 64 013 64 064 13 62 149 62 129 
9 63 621 63 646 14 61 720 51 707 
que representa una adecuada solución s i se los compara con los valores (1°) de la tabla detallada. 
Ejemplo k 
Interpolar los valores del intervalo 1970-1975 y 1975-1980 disponiendo de la siguiente 
proyeccí6n de poblacifin 
Año 1960 1965 1970 - 1975 1980 
Poblacifin 18 035 21 376 25 310 29 702 34 343 
Solución 
Los multiplicadores que se usan son los siguientes 
Año 18035 21 376 25 310 29 702 34343 Población 
1971 0,0144 -0,1055 0,9504 0,1584 -0,0176 25 157 
1972 0,0224 -0,1536 0,8064 0,3584 -0,0336 21 022 
1973 0,0224 -0,1456 0,5824 0,5824 -0,0415 27 902 
1974 . . 0,0144. . . -0,0896 0,3024 0,8054 -0,0335 28 796 
1975 1,0000 (29 702) 
1976 . -0,0176 0,1024 -0.2816 1,1254 0,0704 30 518 
1977 -0,0335 0,1904 .0,4895 1,1424 • 0,1904 31 543 
1978 -0,0416 0,2304 -0,5616 0,9984 0,3744 32 473 
1979 -0,0336 0,1824 -0,4255 0,5384 0,5384 33 407 
1980 • 1,0000 (34 343) 
Ei'eraplo 5 
Interpol ar en el intervalo 15-20 de la serie 
X 10 15 20 25 30 35 
1 1 
X 
61 730 59 667 55 733 53 285 49 857 45 541 
usando el cambio de variable sugerido en el ejemplo 1. 
) ( 
Solución 
En este caso los multiplicadores de tramo central resultan ser los siguientes 
7^10 7^15 •720 '725 730 7^35 
16 -0,0321 .0,8169 0,2M9 - -0,0074 r0,0412 0,0140 
17 -0,0379 .0,5865 . 0,5346 . -0,0505 -0,0383 L . 0,0158 
18 -0,0285 0,3504 0,7917 -0,1101 .0,0133 0,0099 
19 -0,0135 0,H58 0,9612 .-0,1030 0,0056 • 0,0029 
y por tanto los valores de interpolación son 
X 15 ' 17 " 18 • 19 
i ' X 59 136 58 577 57 989 
57.372 i ' •' 
V 
59 159 58 606 58 011 57 385 
EiempTo 6 
Interpolar en e] tramo extremo 15-20 do la serie 
X 15 20 25 30 35 40 
1 X 59 667 
56 733 53 285 49 867 46 -541 42 989 
usando el cambio de variable 
Solución 
h ' ] N 105 X 
En oste caso, los multiplicadores para la variable z^ - son los siguientes 
X ^15. . ^20 ^25 . ^30 . . . ^35 . . . ?740 
16 0,6512 0,5136 -0,0614 < ' -0,2933 0,2600 • -0,0701 
17 0,3880 0,8629 --0,1636 . -0,2915 - 0,2814 • -0,0773 
18 0,1993" 1,0493 ' ".0,2121 • -0,1760 0,1942 -0,0547 
19 0,0739 1,0866 ...-0,1601 -0,0600 . . . 0,0841. . -C,0245 
quo nos conduce a los siguicnics valores do intcrpolacffin 
X 15 17 18 19 
' I , 59 159 58 602 
58 010 57 384 
1° 59 159 58 G56 58 011 57 385 X 
pudiondo verso quo la reproduccl6n con los valores de la tabla detallada os bastante adecuada, 
Elemplo 7 
Si se supone que los valores pivotales y 2» y •]> Vq y-]» i2* corresponden a la suma 
acuiaulada de frecuencias do una serio determinada, esto os, que 
y.2 - o ; y. i - Q, ; y » " V ^ ^i - S ^ 
y^  . Q^  . Q2 . Q3 . Q^  ; y3 - Q^  . Q^  . Q3 . Q^  . Q5 
determinar los multiplicadores de Greville para tramo extremo, soini-extremo y central para descom-
poner grupos quinquenales do odad, , , , 
Solución 
Tal como se indicó en el ejemplo 2 de uso de los multiplicadorcí! do Sprague, la obtención 
do los multiplicadores pedidos se hace sumando desde atrás hacia adelante esos multiplicadores y 
restando después los valores obtenidos para acumulaciones sucesivas, -
Se llega a los juegos siguientes 
Caso do tramo extremo y scmi-oxtroao ... •• 
X S 2^ 3^ <^4 
0 0,3237 -0,1252 -0,0786 0,1180 -0,0379 
1 0,2586 -0,0744 0,0075 0,0135 -0,0054 
2 0,1956 -0,0064 0,0375 -0,0384 0,0115 
3 0,1370 0,0580 0,0300 -0,0520 0,0170 
k 0,0851 0,1380 0,0034 -0,0412 0,0147 
5 0,0420 0,1936 -0,0248 -0,0192 0,0084 
6 0,0334 0,2254 -j,ü395 0,0024 0,0014 
7 -0,01H 0,2296 -0,0284 0,0135 -0,0034 
8 -0,0205 0,2C20 0,0130 0,0100 -0,0045 
9 -0,0195 0,1484 0,0798 -0,0068 -0,0019 
) 43 í 
Caso de tramo ccniral 
X 
« 2 
1 0 - 0 , 0 1 1 7 O . O S O ' T 0 , 1 5 7 0 . - 0 , 0 2 8 4 . 0 , 0 0 2 7 
1 1 - 0 , 0 0 2 0 0 , 0 1 6 0 0 , 2 2 0 0 - 0 , 0 4 0 0 0 , 0 0 6 0 
* - 1 2 0 , 0 0 5 0 - 0 , 0 2 8 0 0 , 2 4 6 0 - 0 , 0 2 8 0 
0 , 0 0 5 0 
1 3 0 , 0 0 6 0 - 0 , 0 « 0 0 , 2 2 0 0 • 0 , 0 1 6 0 - 0 , 0 0 2 0 
IR " 
1 4 0 ^ 0 0 2 7 - 0 , 0 2 8 4 • 0 , 1 5 7 0 0 , G 3 0 4 - 0 , 0 1 1 7 
j^cniplo '8 
Usando los multiplicadores de Greyille para dosconiponcr los tramos extremo, sGuii-cxtremo 
y central, determinar multipHcadorcs para descomponer, en forma aproximada, grupos docenales de edad 
en grupos quinquenales. • " 
Solución . 
Usando las raisnias ideas del ejemplo 4 cuando se aplicaron los multiplicadores do Grabill 
se encuentra 
0 , 6 8 7 5 - 0 , 2 1 1 7 , - Ú , 0 5 3 0 . 0 , 1 1 5 9 - 0 , 0 3 8 7 
0 , 0 4 7 4 0 , 5 3 6 5 - 0 , 0 8 1 9 - 0 , 0 1 0 > O ; G O 8 4 
- 0 , 0 1 1 7 •• • • 0 , 0 8 5 8 • 0 , 5 0 0 0 •• - 0 , 0 8 5 8 • 0 , 0 1 1 7 
12, Canbio do la variable deponcllcnte (y^) 
En diversos problemas de Interpolaci6a señalados en los ejemplos num'ricos dados se ha podido notar que 
frecuentemente se ha interpolado haciendo un cambio en la variable dependiente. Entre otras razones esos can-
blos se han hecho para tener valores que varían más suavemente y de esa manera so obtienen mejores valores 
de in^erpolaciín. 
Algunos de los cambios sugeridos se basan en el hecho de que muchas veces la función y^  que se desea 
usar para la interpolación debe cumplir ciertas condiciones de extremo o bien ciertas condiciones do máximo 
0 nifn|rao» 
Asf por ejemplo en el caso de una tabla de vida se sabo que debo ser igual a 1 para x»0 y debe anu-
larse cuando x=w {105 adoptado frecuentemente). De a l l f que un cambio natural de la variable dopendicnte es 
1 ra 
y k - r h X 
en la que se puede regular el valor de los parámetros (m) y (n) para que los valores de interpolación sean 
adecuados. Estos parámetros (m) y (n) deben elegirse además con la condiciSn do que tengan valores senci-
l los para evitar el uso de logaritmos en los cálculos o hacer menos fatigosa la obtención do los valores 
y^  de interpolación en la escala natural. 
Por otra parte dado que frecuentemente los valores de interpolación resultan no-ncgativos, el cambio 
1 / ( l - l )permite obtener siempre valores entre O y 1, X X 
Por comodidad y por verificación empírica de los resultados so ha visto que puedo elegirse m»n»l/2, 
en especial porque la extracción de raíz cuadrada puede realizarse muy cómodamente en las máquinas de 
cálculo actuales. . . . . . 
Qtro caso distinto ee presenta cuando se trata de interpolar tasas de actividad (a^) según la edad (x) 
bajo el supuesto que los valores pivotales disponibles no adolecen de error de medición. 
Dado que las tasas de actividad son nulas para ciertos valores extremos de la edad puede elegirse el 
cambio de variable a^  . ^ 
^x " R T R / 
siendo a y p los límites de variación do la actividad sogCn la edad. 
En el caso de tasas de fecundidad segCn la edad se presenta el mismo caso que las tasas de actividad, 
esto es, que la fecundidad (f^) varía en un cierto intervalo (a, p) y que más allá de Ó1 puede considerar-
se que prácticamente la función f^  es nula. 
Ello sugiere por lo tanto el cambio do variable 
( P - x ) " 
en la que los parámetros m y n tendrán valores diferentes que para el caso do las tasas de actividad debi-
do al distinto grado de asimetría e intervalo de variación do la variable dependiente y t¡n que a •» 15; p - 50, 
) « { 
Veamos chora algunas aplicaciones numSricas do las situaciones señaladas en los párrafos 
anteriores. 
Ejemplo 1 
" InfcrpoTár tasas do actividad en el Intervalo 25-35 dado 
X .15 25 35 45 55 65 
0,6717 0,9870 0,9934 0,9961 0,9932 0,9727 
Soluci5n 
Usaremos los multiplicadores de Lagrange do íntcrpolaci5n cóbica dados en la tabla 1," 
adoptando ademSs (no3, n»l, «10; «80, 
Los multiplicadoros en este-caso son los siguientes . . 
\ J'is 2^5 = 3^5 ^5 
2^5 ! -0,0283 0,9405 0,1045 -0,0155 '=^34 
2^7 
-0,0480 0,8640 0,2160 -0,0320 .^ 33 
. 2^8 -0,0595 ^ 0,7735 0,3315 -¿,0455 . 3^2 
2^9 -0,0640 0,6720 0,4480', ' -0,0550 
•  3^0 -0,0625 •0,5525 0,5625 -0,0625 
y los valores pivotales y^  ison' 
15 25 35 45- •• 
4,0901 21 ,407 1,7020 
que nos llova a los siguientes valores de interpolacifin 
25 27 28 29 3G 31 32 33 34 
y^  i 3,970G 3,8209 3,G461 3.4511 3,2411 3,0210 2,7951 2,5707 2,3507 
a^^ 0,9887 0,9900 0,9910 0,9918 0,9923 0,9928 0,9930 ü,9S3o 0,9933 
Ej Qinpl 0 2 
Octcrnilnar las tasas do fecundidad on los tros primeros intervalos do la sorio 
^ -
X 17,5 22,5 27,5 32,5 37,5 « , 5 47,5 
1000 fx 80,2 219,4 251,3 21S,7 1W,3 62,2 H,7 
Usando los Bultiplicadores do Grovillo y el cambio de variable 
' x - (x-15)^ (50-x) 
Solucifin 
Los valores y nocosarios para la interpolación son los siguientes X 
X 17,5 22,5 .27,5 32,5 37,5 42,5 
1000 y 0,42924 0,13170 0,09547 0,05223 0,02579 C,01169 
y luego de aplicar los /nuítiplicadoros de Greville se tiene 
X 1000 yx 1000 fx X lOOOyx. 1000 fx 
17»5 (0,42924) - (80,2) 25,5 0,11979 244,5 
18,5 0,36072 122,2 26,5 0,10556 248 8 
19,5 0,30251 157,4 27,5 0,39547 (251,3) 
20,5 0,25387 134,7 28,5 G,0S535 250,6 
21,5 0,21393 204,8 29,5 0,07593 246,G 
22,5 (0,10170) (219,4) 30,5 0,06715 239,3 
23,5 0,15607 230,1 31,5 0,05920 229,7 
24,5 0,13585 230,2 32,5 0,05223 (218,7) 
Ejemplo 3 ' , 
Para los hombros do PananiS, on 1950, se tienen las siguientes proporciones do solteros 
por grupos decenales de edad 
Edades p x 
15-24 0,0433 20 
25-34 . 0,3682 30 
35-44 0,2182 40 
45-54 0,1935 50 
55-64 0,2000 60 
interpolar las proporciones (io solteros on G1 Intervalo 15-25, usanuo una cúbica y el cambio 
lie variable 
^ ( J í r l l ^ V me „ I 'x 1 - p^  ' 1Ü5-X 
Solución 
Los valores pivotal es necesarios son los siguientes 
20 30 40 50 60 
0,31775 0,11656 0,10735 0,15266 • C,25üü0 
y para interpolar en el tramo extremo usando interpolación cúbica debemos "extrapolar" los raulti-
plicadc 
gíado. 
i oros (c,) do Lagrange para tramo central aplicando la condición de una parabola de tercer 
Con G1 USO de esta condición se logra el siguiente juego de nultiplicadores 
X 
1  2^ 
-0,9 , 0,8265 0,2755 -0,1305 0,0285 
-0,8 0,6720 0,5040 -0,224ü 0,0480 
.0,7 0,5355 0,6305 -0,2835 • 0,0595 
-0,6 0,4160 0,8320 -0,3120 D,0G4ü 
-0,5 0,3125 0,9375 -0,3125 0,0625 
-0,4 . 0,2240 - Í,0C8G . -0,2880 0,0560 
-0,3 0,1495 1,0465 -0,2415 0,0455 
-0,2 0,0080 1 ,0560 -0,1760 0,0320 
-0,1 0,0305 1 ,0395 -0,0945 0,0165. 
y los siguientes valores de interpolación , para las proporciones de solteros 
X Px X 
20 (0,8438) 25 0,5974 
21 0,7996 26 0,5443 
22 0,7519 27 0,4945 
23 0,7013 20- • 0,4480 
24 0,6490 29 0,4057 
25 • 0,5974 30 (0,3632) 
y^  y se interpola lincalracnto pueden Nota: Es importante destacar que s i so cambia y por V T T 
conseguirse en algunos casos resultados casi iguales a los de una interpolación cibica S qufntica. 
Por ejemplo en el caso do la aplicación numórica dada on pígina , cuando so recurriJ al uso 
de interpolación con base a una qufntica, al interpolar linealmcnte en \/7^(quc para 197G y 1975 
valen respectivamento 159,0912 y 172,3W7 ) so obtienen los valores 
Año 1971 1972 1973 1974 
Pob, 26 160 27 j25 27 9ü3 2G 796 
que comparados con los valores 2G 157, 27 022, 27 902 y 28 797 nos inJican lo a.lccuado do los resulta-
dos y la sencillez de la interpolación. 
13, Cambio -Jo I s vnn'ablG indoponiJíonte (x) 
En estos casos se trata de cambio do la variable (x) por una función de ella. Los canbios 
mas corrientemente usados sen 
- V x T T ' 
log (x+c) 
- l / ( x « ) 
o cualquier otro tipo de funciSn de (x) que -empíricamente- puoda probarse que conduce a valores de 
interpolaciín adocuados. 
Si so dispone de valores igualmente espaciados estos cambios dejan los valores pivotales (y^) 
desigualmente espaciados y de al l f que ninguno de los multiplicadores calculados para valores desf-
gualmcnte espaciados quü puod^ n usarse para la interpolación. 
Si se trata ic interpolación de rutina -y aunque este no fuera el caso- conviene determinar los 
coeficientes de ponderación quo deben aplicarse a les pivotes dados. Estos coeficicntes deben sumar J_ 
y pueden deducirse aplicando la fSrmula do Lagrange para valores pivotales desigualmente ospaciados. 
Caso de v/x? (c - 0) 
Esto cambio do variable lo considoráronlos on los siguientes tipos-de datos: 
Caso 1 X Q 1 5 10 
^ 1^0 
Caso 2 X 1 5 10 15 
1^0 1^5 
Caso 3 X 5 10 15 20 
x^ 1^0 1^5 2^0 
Caso 4 X 10 15 20 25 
^ 1^0 1^5 2^0 2^5 
Caso 5 X 12.5 17,5 22.5 27.5 
^12,5 ^22,5 ^27. 
Caso 5 X 17.5 22.5 27.5 32.5 
^17,5 ^22.5 ^27,5 ^32; 
Caso 1 
} « ( 
En este caso los multiplicadores para interpolar son los siguientes 
X 5^ 1^0 
2 0,7602 0,ít000 «0,0760 
3 -0,07« 0 , W 1 0,7084 . -0,1009 




X 0 1 5 10 
1 X 100 000 n m 64 385 61 730 
los valores de interpolacidn son los siguientes 
X 2 3 4 
' I 69 410 66 802 65 313 
68 902 66 541 65 325 
Caso 2 
que pueden ser comparados con los valores de la tabla completai 
En este caso los multiplicadores son los siguientes: 
X . 5^ / lO 
1 
6 • -0,0282 0,7848 0,3094 -0,0660 
7 -0,0338 0,5567 0,5813 -0,1042 
8 -0,0269 0,3402 0,7949 • -0,1082 
9 ' -0,0141 0,1512 0,9371 -0,0742 
Aplicación nunidric; 
X 1 
1 T i 674 
• 5 • 10 
385 61 730 
15 
59.667 
los v:.loros do interpolación luego de aplicar ese juego do liiultiplicaclores son 
X 6 7 3 .9 
i ' X 63 585 62 985 62 508 62 102 
X 63 635 63 094 52 585 62 138 
que pueden compararse con los valores de la tabla detallada. 
) 50 (• 
Caso 3 
Los multiplicadores son los siguientes 
2^0 
--0,0293 - 0,8057 0,2765 -0,0529 
12 -0,0367 0,5871 0,5360 -0,0864 
13 -0,0303 0,3631 0,7547 -0,0925 
H -0,0154 0,lu75 0,9142 -0,0i53 
Aplicación nunírica 
- - • 
- X 5 . 10 15 20 
1 
X 
54 385 61 730 59 667 56 733 
nos conduce a los siguientes valores de interpolación 
X 11 12 13 14 . 
X 
61 343 60 958 60 555 60 127 
X 
61 343 6C 957 60 557 60 131 
Caso k 
Los multiplicadores son los siguientes: 
X 
- 5 ^ 1 0 - ^ 1 5 ^ 2 0 >^ 25 
16 -0,0350 • 0,8242 0,2568 -0,0460 
17 -0,0447- 0,6127 0,5087 -0,0767 
18 -0,0376 0,3913 0,7301 -0,0838 
19 -0,0206 0,1810 0,8998 -0,0502 
Aplicación nuraÉrica 
X 10 15 20 25 
1 61 
X 
73C 53 667 56 /33 53 285 
nos conduce a les siguientes valores de interpolación 
X 16 17 18 19 
1 1 T 
X 
5G 135 bO 572 57 982 57 369 
1 
X 
59 159 58 6C6 58 011 57 385 
.CjSQ. 5 
Los nuHiplicadores en este caso son los siguientes: 
) 51 ( 
X 
! ^12,5 ^17,5 ^22,5 ^27,5 
13,5 0,5392 . 0,6049 ..-0,3273 .. 0,0832 
14,5 0,3??3 0,9508 -0,4335 0,1054 
15,5 0,1942 1,0995 -0,3816 0,0879 
16,5 0,0731 1,1017 -0,2223 0,048d 
18,5 -0,0358 0,8296 0,2512 -0,0440 
19,5 -0,0472 0,6205 0,5006 -0,0739 
20,5 -0,0398 0,3984 . .. .0,7226 . -0,0812 
21,5 -0,0220 0,1852 0,6955 -0,0587 
Aplicación nuraírica 
- . •  : 
X 12,5 17,5 22,5 27,5 32,5 
a 
X ! 
3,0 39,7 90,2 97,0 ,97,7, 
nos da los siguienícs valores de Intcrpolaciín 
X a X 1 a - . 
X I - X 
12¿5 (3,0) 17,5 (39,7) 
13,5 4,5 18,5- . -51 ¿2 
U , 5 10,0 19,5 62,6 
15,5 18,3 20,5 73,0 
16,5 23,5 21,5 82,4 
17,5 (39,7) 22,5 (90,2) ; 
Caso 6 • 
En esto caso los multiplicadores son los siguientes: 
X ^17,5 ^22,5 ^27,5 3^2 i5 
18,5 0,G473 0,5794 -0,3007 0,0740 
19,5 0,3866 0,9219 -0,4035 0,0950 
20,5 0,2011 1 ,0780 -0,3593 • 0,0802 
21,5 0,0764 1,0915 -0,2121 0,0442 
23,5 - -0,0391 0,8369 0,2436 -0,0414 
24,5 -0,0506 0,6311 • 0,4896 -0,0701 
25,5 -0,0430 0,4083 0,7124 -0,0777 
25,5 -0,0239 0,1912 0,8892 -0,0565 
Eicraplo nuuÉrico 
... -
X 17,5 22,5 27,5 32,5 
1000 f 
X 
.80,2 219,4 .251,3. 218,7 
37,5 
97,9 
) 52 (• 
nos da las siguientes tasas de fecundidad 
X lOOOf 
X 
X 1000 F ^ 
17,5 (80,2) 22,5 (219,4) 
18,5 119,7 23,5 232,5 
19,5 152,6 24,5 242,1 
20,5 179,9 25,5 248,8 
21,5 202,0 26,5 251,1 
22,5 (219,4) 27,5 (251,3) 
Hota 1: • -
Los roultiplicadorcs anteriores permiten determinar ffirmulas de integracifin aproxisnada 
quo puede ser de utilidad considerar 
Para el caso 
X 5 • 10 15 20 
'5 *10 1^5 
luego de aplicar regla de trapecios so encuentra 
15 
10 'x "x 
Oo la misma manera para el caso 
' 2 0 
•^ 10 ^'^x - -0.1127 7 5 . 2 / 2 3 4 y , 2 , 9 8 1 4 0,2971 y^ o 
X 15 20 25 30 
1^5 2^0 2^5 3^0 
se tiene la fírmala de integración aproximada siguiente 
20 
/ l5 y, - '1,7995 . 4,2078 y^ ^ - 1,3140 y^ ^ . O.SOGTyg^  
En el caso num6rico siguiente: 
5 10 15 
so (.:. 
1 
20 25 30 35 
64 385 51 730 59 667 50 733 53 285 49 867 46 541 
10 15 20 25 
303 684 291 251 275 094 257 850 
303 686 291 361 275 096 257 805 
